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DIE AUFLOSUNG VON ALGEBRAISCHEN GLEICHUNGEN - EIN HISTORISCHER
ABRISS

H.K.Kaiser, TU Wien

Gleichungen spielten bereits in der Frilhzeit der Geschichte der
Mathematik eine wesentliche Rolle bei der Behandlung praktischer
Aufgaben. Bereits in vorgriechischer Zeit war man bei den
Agyptern mit dem L&sen von linearen Gleichungen in einer Unbe~
kannten durchaus vertraut. Rechnungen dieser Art werden als
"Hau-Rechnungen" bezeichnet, Das &gyptische Wort Hau ('h') be-
deutet so viel wie Menge, Haufen. Aus dem Papyrus Rhind entnehmc
wir die folgende Augabe 26 (wesentlicher Bestandteil des
Papyrus Rhind ist eine Aufgabensammlung): "Eine Menge und ihr

Viertel sind zusammen 15",
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Wie wir der Ubersetzung des Ldsungsweges entnehmen, wird die
L&sung rezeptartig angegeben. Von manchen Mathematikhistorikern
wird die L&sung als ein Beispiel fiir die Methode des einfachen

falschen Ansatzes interpretiert.

Auch bei allen iibrigen mathematischen Texten aus dem alten
Xgypten, die Gleichungen beinhalten, findet sich stets nur ein

L&sungsrezent.

Ebenso rezeptartig ldsten die Babylonier ihre Gleichungen.

Auch Beispiele cuadratischer Gleichungen wurden von den Baby-
loniern rezeptartig geldst. Ihre Ldsungstechnik ist die libliche,
ni&mlich die Ergidnzung zu einem vollstdndigen Quadrat. Ein

Beispiel entnehmen wir dem altbabylonischen Text BM 13901:

"Die Fliche und die Seite eines OQuadrats habe ich addiert und

0;45 ist es."

Die L¥sung wird durch folgendes Rezeot angegeben (das natilirlich
im babvlonischen Hexagesimalsystem geschrieben ist):

"1, den Koeffizienten nimmst du. Die H&lfte von 1 brichst du ab,
0;30 und 0;30 multiplizierst du. 0;15 zu 0;45 fiigst du hinzu.

Und 1 hat 1 als OQuadratvurzel,0;30, das du mit éich selbst multi-

pliziert hast, von 1 subtrahierst du und 0;30 ist das Quadrat."”

Hier wird also die L&sunag der Gleichung x2+1.x=0;45 beschrieben.
Zundchst wird %=O;3O gebildet und quadriert: (%)2=O;15. Dann bildet
man (%)2+O,45=1, zieht die Wurzel V(%)2+O,45 und zieht davon

% ab. Die gesuchte GrdfRe ist also x = (%)2+0,45—%.

Die Babylonier verwenden diese Lsungstechnik immer wieder,
geben aber niemals eine Begriindung oder gar einen Beweis filir ihre
Richtigkeit. Solche tfberlegungen finden wir erst in der Mathe-

matik des antiken Griechenlands.




Die antiken griechischen Mathematiker

\\‘ .

der klassischen Periode diskutierten

Gleichungen, natiirlich auf geometri-

schem Weg. S0 formuliert etwa Fuklid

verschiedene Tynen guadratischer g /

in der Proposition 11 aus dem

zweiten Buch der "Llemente" fol-

gende Aufgabe: "Eine gegebene
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das Rechteck aus der ganzen
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dem Quadrat iber dem anderen Einmateins-Tafel fir
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Strecke und dem einen Abschnitt

Diesc »uvfrabe i1ist offensichtlich équivalentvzur Gleighung

X tas=a Tuklid gibt eine geometrische Konstruktion zur LOsung
der Aufgarce an, die also gleichbedeutend mit dem Aufsuchen einer
positiven reellen Wurzel der obigen Gleichung (a positiv, reell)
ist. Die Ausfiilhrungen Tuklids erscheinen uns heutigen Mathematikern
zwar logisch prédzise, aber doch in der Ausdrucksweise umstindlich.
Man erh onnv daraus die Wichtigkeit einer adicuaten Symbolik

fiir eine "Theorie des Aufldsens von Gleichungen". Die ersten An-
sdtze zu einer geeigneten Symbolik entstanden bereits in der
Mathematik der Griechen, allerdings nicht in ihrer Hochblite,
sondern in ihrer Spdtzeit. Wir finden sie im Werk des Urvaters der
Algebra: Dicvnhant. In seiner"Arithmetika" finden wir als Cin-
leitung die Einfiithrung dicserSymbolik. Die ersten sechs Potenzen .

Variablen x erhalten eigene Namen und Symbole. Zahlen, die nicht

als Koeffizienten von Unbestimmten auftreten, heifien "Einheiten".
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Auch filr die reziproken Werte der Unbekannten fiuhrt Diophant
Symbole ein, indem er negative Fxponenten zul#B8t. Die Zahlen
werden durch die Buchstaben des griechischen Alphabets angegeben,
iber die ein Querstrich gezogen wird. Somit ist Diophant in der
Lage, Polynome und Gleichungen symbolisch anzuschreiben. Das
Wesen negativer Gr&Sen wird von Diophant bereits erfaBt. Er gibt
foléende vorzeichenregel an: "Das Produkt zweler verneinter
GrdRen ist positiv, das Produkt einer verneinten und einer posi-

tiven Gr&fe ist negativ."

Diophant erkennt klar die Notwendigkeit, die Grundoperationen zu

beherrschen, um damit Gleichunqen zu 18sen. So schreibt er:

"Nachdem ich dir die Multiplikation der Potenzen und ihrer
reziproken Werte erkldrt habe, ist auch die Division dieser
Ausdriicke klar. Filr den Anfdnger der Wissenschaft ist es nun

gut, wenn er sich in der Addition, Subtratkion und Multiplikation
algebraischer Ausdricke ibt. Er mufl wissen, wie man positive
Ausdriicke und negative Ausdriicke mit verschiedenen Koeffizienten
zu anderen Ausdriicken hinzufiligt, die selbst beide positiv oder
auch positiv und negativ sein k&nnen, und wie man von Ausdricken,
die Summen oder Differenzen sein kdnnen, andere Gr&Sen wegnimmt,

die ihrerseits Summen oder Differenzen sein kdnnen."

Die eigentliche Geburtsstunde der klassischen Algebra wird viel-
fach mit der Entstehung des Buches "al-gebr wa'l mugabala" des
Al-Khwarizmi gleichgesetzt, Diese Algebra (der Titel des Buches
hat ja dem ganzen Gebiet den Namen gegeben) ist ein Lehrbuch

der praktischen Elementarmathematik. Nach den Worten des Autors
enthilt das Buch alles "was aus der Arithmetik {iberaus brauchbar
ist, was Menschen bei Vererbungsangelegenheiten brauchen, bei
Teilungsproblemen, bei Rechtsstreitigkeiten, im Handel, und {iber-

haupt bei allen gegenseitigen Beziehungen; oder auch bei der Land-
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vermessung, beim Graben von Kandlen, geometrischen Berechnungen

und verschiedenen anderen Dingen,"

Herzstiick des Buches ist die Behandlung der CGleichunden ersten

und zweiten Grades von einem systematischen Standpunkt aus.

Alle Gleichungen werden verbal ausgedriickt, es kommen keine
eigenen Symbole vor. Zundchst fihrt Al Khwarizmi sechs kanonische
Gleichungstvpen ein, wobei die Koeffizienten stets positiv sind
(also negative Zahlen und Null werden nicht als Koeffizienten
zugelassen) und Gleichungen die keine positiven L&sungen haben,
werden nicht betrachtet. Ldsen der Gleichung bedeutet stets nur
das Aufsuchen einer L&sung. Jeder dieser Gleichungstyvpen wird

an Hand eines Standardbeispiels mittels einer Regel geldst, die
dann auf geometrischem Weg bewiesen wird. Zur Illustration filir die
Vorgangsweise des Al“Khwarizmi fiihren wir die L&sung der Gleichung
ax2+bx=c (in unserer modernen Symbolik) vor- "Das folgende Bei-
spiel ist ein Beiépiel von Quadraten und Wurzeln gleich einer Zahl:
Ein Quadrat und 10 Wurzeln ist gleich 39 Einheiten. Die Frage in
diesem Typ von Gleichung ist daher folgende: welches Quadrat gibt
zusammen mit 10 seiner Wurzel eine Summe von insgesamt 39?7 Die
Lésungsmethode fiir diesem Typ von Gleichungen besteht darin, die
Hilfte der Anzahl der Wurzeln zu nehmen. Die Anzahl der Wurzeln

in unserer Aufgabe ist 10, Nimm deshalb 5, das mit sich selbst
multipliziert 25 ergibt, einen Betrag, den du zu 39 dazuzdhlst.
Das gibt 64, Davon ziehst du die Wurzel, das ist 8. Von diesem
Wert ziehst du die HAlfte der Anzahl der Wurzeln, also 5, ab und
du erhiltst 3. Die Zahl 3 stellt eine Wurzel des gesuchten Quadrats

dar, das selbst 9 ist., 9 gibt also das Quadrat an.

Auf dbhrlicreWeise, wieviele OQuadrate auch immer gegeben sind,

muB immer auf ein Quadrat reduziert werden.
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Nachdem Al-Khwarizmi auf diese Weise die L8sungsrezepte fir
alle sechs Gleichungstypen angegeben hat, fihrt er fir jeden

Fall einzeln geometrische Feweise vor.

"wir haben genug liber die sechs Gleichungstypen gesagt, was

die Zahlen betrifft. Nun ist es jedoch notwendig, auf geometri-
schem Wea die Richtigkeit von dem zu zeigen, was wir lber die
probleme in Zahlen gesagt haben. Deshalb ist unsere erste
Proposition jene, daB8 ein Quadrat und 10 Wurzeln qleich 39

Einheiten sind.

7um Beweis konstruieren wir ein Quadrat mit unbekannter Seite,

das das Quadrat reprisentiert, das wir a
mit seiner Wurzel finden wollen. Sei

das Quadrat ab, dessen Seiten eine

Wurz-. Jdarstellt., Wenn wir eine dieser o

N

i

eiten mit einer Zahl multivlizieren

ist es offensichtlich, daR das Er-

gebnis dieser Multiplikation eine An-
zahl von Wurzeln ist, die gleich der ! ) d

wurzel derselben Zahl ist., Da 10

wurzeln mit dem Quadrat gegeben waren, ¢

nehmen wir den vierten Teil der Zahl

10 und legen an jede Seite des Quadrats

eine Fliche Houidistanter Seiten, deren

Linge gleich jener des konstruilerten ¢
Quadrats und deren Breite 2% ist,

dem vierten Teil von 10. Deshalb
b

sind vier Fldchen &dquidistanter

Seiten an das erste Quadrat ab angelegt,
Jede dieser Flichen hat als Linge die Linge einer Wurzel des

Quadrats ab und - wie wir gerade gesagt haben - die Breite 2%_
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Das sind die Flichen c,d,c,f. Die Gr8Re der Flé&che in jeder der
vier Ecken, die man durch Multiplikation von 2% mit 2% findet,
vervollstidndigt was von der gr&Beren Fldche fehlt. Daher ver-
vollsté&ndigen wir die Zeichnung der gr&Beren Fldche durch
Addition der vier Produkte, jedes 2% mal 2%. Das Cesamte dieser

Multiplikation ergibt 25.

Und nun ist es offensichtlich, daB das erste gezeichnete

Quadrat, das das Quadrat der Unbekannten reprédsentiert, und die
vier darangelegten Flichen zusammen 39 ausmachen. Addieren wir
dazu 25, das ist die Flidche der vier kleinen Quadrate, die

in den vier Ecken des Quadrats plaziert wurden, so ist die
Zeichnung des groBen Quadrats, das wir mit GH hezeichnen, vervoll-
stdndigt. Daher ist die Gesamtsumme 64, die Wurzel davon 8,

und damit ist die Seite der vervollstédndigten Figur bestimmt.
Ziehen wir also von 8 zweimal den vierten Teil von 10 ab, die

an den Enden des grofien Quadrats eingezeichnet sind, so bleibt

3 und dies ist gleich einer Seite des ersten Quadrats ab.

Diese Zahl 3 driickt daher eine "urzel des gesuchten Quadrats

der Unbekannten aus, und 9 ist das Quadrat selbst."

Nun fihrt Al-Khwarizmi aus, daB seine Regel aur Ldsung dieses
Gleichungstyps nichts anderes ist, als das Nachvollziehen des
geometrischen Beweises. Auch gibt er dann noch einen zweiten geometr

schen Beweis an.

Al-Khwarizmi gibt auch an, wie man jede gegebene Gleichung (ersten
oder zweiten Grades) auf eine der sechs Standardformen bhringt.
Dies erreicht er mittels zweler Operationen, die er "al-Jjabr"
und"al-Migabala" nennt. Aus der ersteren ist ja der Name Algebra
entstanden. "Al-jabr" bedeutet soviel wie Vervollstdndigen,wieder-

herstellen, Ganzmachen. Diese Operation bedeutet das Hinlber-
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schaffen eines negativen Ausdrucks auf die andere Seite der
Gleichung. Hat man beispielsweise eine Gleichung (in moderner
Schreibweise) x2=40—4x2, so ergibt die Anwendung der Operation

"al-jabr" die Gleichung 5x2=40x.

Der Ausdruck "al-mugabala" bedeutet soviel wie Ausgleich,.

Gemeint ist damit der Prozef der Reduktion positiver Ausdrilicke
derselben Potenz auf beiden Seiten der Gleichung. Ist eine
Gleichung 50+x2=29+10x gegeben, so erhdlt man durch die Operation

"al-mugabala" die reduzierte. Form 21+x2=10x.

Diese beiden Operationen mit den vier Grundoperationen die
al-Khwarizmi auch fiir die verschiedenen Potenzen erkl&rt, erlauben
es dem Autor, alle von ihm behandelten Probleme auf die L8sung

der sechs Standardtypen zurilickzuflihren.

Mit al Xhwarizmi hatte die arabische Algebra begonnen (um 830).
Das Buch des »pl-Khwarizmi wurde zu einem Standardwerk flir die Be-
handlung linearer und gquadratischer Gleichungen nicht nur bei der
Arabern, sondern auch durch die Ubersetzung ins Lateinische fir
die europiische Mathematik. Der HBhepunkt der "arabischen" Algebra
wurde mit dem Buch "Uber die Beweseie flir die Probleme von al-jabr
und al-mugabala" des Omar Khayyam (um 1100) erreicht, Die Aufgaben

der Algebra beschreibt Omar Khayyam so:

"Ich sage, mit Gottes Hilfe und guter Anleitung, das8 die Kunst

des al-jabr und al-mugabala jene mathematische Kunst ist, deren
Gegenstand die reine Zahl und die meBbare GrdBe ist, sofern sie
zwar unbekannt ist, aber mit Hilfe der Addition 2zu einer bekannten

GréBe gefunden werden kann..."

Es wird also die Algebra als Lehre vom Aufl&sen von Gleichungen
zwischen Polvnomen mit positivem ganzzahligen Koeffizienten ver-

standen.
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Fiir Omar Xhavvam bedeutet die Aufldsung von Cleichungen das
Auffinden einer mositiven reellen L&sung. Bei Gleichungen dritten
Grades, die sich nicht mittels Division durch die Unbekannte

auf Gleichungen zweiten Grades zuriickfiihren lassen, gelingt

ihm dies durch Angabe einer geometrischen Konstruktion unter
verwendung von Kegelschnitten. Omar Xhayyam bemiihte sich auch

ein numerisches Verfahren fiilr kubische Gleichungen zu finden,
allerdings vergeblich. Er bemerkte dazu "Der Beweis dieser

Formel fiir den Fall, daB der Gegenstand der Aufgabe eine absolute
7zahl ist, ist weder fiir uns noch flir irgendeinen anderen von
denen, die diese Kunst beherrschen, m¥glich. Es k&nnte sein,

daB jemand von denen, die nach uns kommen, dies erfahren wird.."

Omar Krayvam selbst erkldrt uns, warum er auf den Gedanken kam,
Gleichungen dritten Grades zu untersuchen. Das erste Problem,
das auf eine Gleichung dritten Grades gefiihrt hatte, stammt von
Archimedes: "Man bestimme eine Ebene, die eine Kugel so teilt,
daB die Volumina der Kugelabschnitte in einem vorgegebenen Ver-
hiltnis stehen", daneben filhrte auch das Problem der wirfelver~
doppelung auf eine Gleichungen dritten Grades. Auch einige
Untersucior~ der Araber in der Ceometrie (wie etwa die Bestimmung
der Seite cines regelmidBigen Neuneckes durch Al-Biruni (11 Jahr-
hundert) ) und in der Physik filihrten auf Gleichungen dritten
Grades. Ibn al-Haitham (um 10C0) stief bei seiner Beschdftigung
mit der Optik sogar auf das Problem, eine Gleichung vierten Grades
zu l&sen. Diese Vielzahl von Problemen erregte das Bedlirfnis

nach einem systematischen Aufldsungsverfahren.

Die numerische L&sung der kubischen Gleichung gelang erst den
italienischen Algebraikern des Renaissancezeit. Die L3sung wurde
erstmals von Cardano in seiner "Ars magna" publiziert (1545).

In diesem Buch findet sich auch die Aufldsungsformel fiir die allge-
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meine Gleichung vierten Grades,
die von Carganos Schiiler und
Schwiegersohn Ferrari ent-
deckt wurde. 1In der "Ars
maana" stellt die Cardano

die neuen Ideen auf dem Ge-
biet der Algebra dar. Neben
den Aufl8sungsformeln dis-
kutiert Cardano auch einige
allgemeine Sdtze, die auf

das L®&sen von Gleichungen
vorbereiten. Diese Sdtze
befafen sich mit der PReduk-
tion des Grades einer Gleichung,
mit der Umformung von Glei-
chungen in kanonische Glei-
chungstypen und mit der An-
zahl der Ldsungen von
Gleichungen, Das Buch kann
also als Ansatz zu einer allge-
meinen Gleichungstheorie ange-

sehen werden,

tYber die Auffindung der Ldsungs-

formel entstand ein heftiger Streit.

NICOLO TARTAGLIA .

zwischen Cardano uns seinen Anhdngern und MNicolo Tartaglia. De-

tails dariber findet man in [1],[2].

Die Ausfiihrungen Cardanos sind nach wie vor verbal aufcebaut.

Die Entwicklung eines Symbolismus bringt erst das 17 .Jahrhundert.

e e e €A <

Die Beweise fiir die Formeln werden in griechischer Tradition auf

geometrischem Weg durchgefilhrt. Verwendet man unseren modernen




symbolismus, sO scheinen viele Uberlegungen Cardanos trivial

bis umstindlich. Zur Ldsung des Tyvs x3+ax2+bx=c (in moderner
schreibweise) bringen wir durch Substitution mit y=x+% die
Gleichung auf die Gestalt x3+mx=n (wir setzen voraus: m,n positiv),
also auf eine kubische Gleichung, in dexr das guadratische Glied
fohlt. Cardanos Idee l3uft nun darauf hinaus, die algebraische

3 3

Identitdt u3—v =(u-v) ~+3uv (u-v) zur LOsung zu beniitzen. ETr

15st zundchst das Gleichungssystem: 3uv=n
3 3
u =-v =n,
und gelangt so zu der sogenannten cardanoschen Formel:

Fine LOsung Xy der Gleichung x3+mx=n (m,n positiv) ist gegeben

durch:

3 /n,2, ,m3 3 /n /n,2, ,m3
= =+V (=) + (=5 - oV (=) T+ (%
X4 Vz (2) (3) V 5 (2) (3)
Die Gleichung vierten Grades 1&st Cardano unter Berufung auf
Ludovico Ferrari durch ZzZuriickfihrung auf eine Gleichung dritten
Grades. Man kann ja jede Gleichung vierten Grades durch eine
qeeignete Subhstitution auf eine Gleichung mit Aanfangskoeffizienten
1 bringen, in der das kubische Glied fehlt, Das heifit, man
4 2 2 s
praucht nur den Typ x +px +a =rX hesprechen (p,q,r positive
voeffizienten; Cardano fithrt die LOsung nur mit bestimmten Zahlen
vor) . Zunidchst wird die linke Seite der Gleichung zu einem Quadrat
2
gemacht, indem man 2zu beiden Seiten (2g-n).x  addiert. Das
A 4 2, 2 2 s A e _ .
ergilt x +2qx +q =sx"+rx, wobel die Abkilrzung 2g- ~=s elnge-
fiihrt wird. Um nun 2zu erreichen, daf die rechte Seite ein Quadrat
, . . . 2 .
wird, wird auf beiden Geiten der Ausdruck 2kx +k2+2kq addiert,
wopei k eine Unbestimmte reprisentiert. Auf diese Weise gelangt
. 2 2 2 2 .
man zur Gleichung (x7+(k+3)) "=(s+2k)x +rx+k“+2kg . Damit nun
die rechte Seite ein Quadrat wird (wir wissen ja, daB Ax2+Bx+C

genau dann ein nuadrat eines linearen ausdrucks ist, wenn
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B2—4AC:O ist), muB man k so bestimmen, dafB

£2=4 (s42Kk) (k%+2ka)

gilt. Dies ist eine Gleichung 3.Grades in k und diese konnte

Cardano ldsen.

Durch Einsetzen des so gewonnenen Wertes flir k in obige Gleichung
konnte Cardano auf beiden Seiten die Wurzel ziehen und die so
entstehende Gleichung nach x aufl&sen. Damit war also eine

L&sung der Ausgangsgleichung 4 .Grades bestimmt,

pie folgenden Zeiten brachten weitere Aufl&sungsverfahren fir
die allgemeine Gleichungen 3. und 4.Grades, die allgemeine
Gleichung 5. (und hdheren)Grades widerstand allen L&sungsver-
suchen mittels Radikalen. Nach mehreren gescheiterten L&sungs-
versuchen bewies Abel die Unl8sbarkeit der allgemeinen Gleichung
5.Grades durch Radikale, flir Gleichungen von mindestens 5. aber
sonst beliebigen Grades wurde der Beweis von Galois erbracht.
Dies gelang ihm durch Schaffung einer Theorie,die wir heute noch
nach ihm benennen. Diese fheorie stellt die Verbindung vom
Gleichungsl&sen zur Gruppentheorie her. Somit bildet die Theorie
der L&sung von Gleichungen einen der Ausgangspunkte flir die Ent-

wicklung der modernen Algebra,

Fine ausfiihrliche Darstellung des eben besprochenen Gebietes

findet sich in [3].
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